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Grundsiitzliche Probleme der Abrundungsfehler
Von 4. van Wijngaarden in Amsterdam

Untersucht wird die Frequenz des Auftretens von Fehlern vordegebener GroBe im Er-
gebnis gewisser systematischen Rechnungen mit abgerundeten Zahlenfolgen. Durch passende
Defmmon von Funktionen kann jede abocrundete Zahl als ganz betrachtet werden. Der ab-
gerundete Wert Af und der Bruchteil Bf einer reellen Zahl f sind dann definiert durch
Af—{—Bf-f Af=0(mod 1), | Bf} <1/2 wenn f2=1/2 (mod 1) und Af— 0 (mod 2), |Bfi=1/2
wenn f=1/2 (mod 1). Es liege eine grofie Zahlenfolge f;(k=1,2,...) vor, und es sei
f=F(fs«.., fi+n) zu bestimmen.

Werden statt fi die Af; beniitzt und statt 7, die etwa nur abgerunde’c verwendbare Kon-
stanten enthalten kann, eine ,,abgerundete Funktion 4 ¥, dann ist das Ergebnis der Rechnung
g=AF(Afs, ..., Afj4n—1). Von der Diskrepanz y=f—g kann durch Wiederholung fiir ver-
schiedene 7 die Verteilung v (p) definiert werden. Manchmal ist nur 4f zu bestimmen. Die Rech-
nung liefert 4¢ und die Frequenz der Diskrepanz P=Af—A4g sei Q(P). ‘

Wichtig fiir »(y) und £2(P) ist die Verteilung und die Abhangigkeit der Bf,. Sind die
Jfx Werte fir x=F#h einer Funktion f(z), dann tritt meistens praktisch Gleichverteilung der Bjf}
auf, was weiter auch vorausgesetzt wird. Ist f(z) n-fach stetig differenzierbar, dann ist bekannt-
lich A7 f=Fkrf®™ (&), mit 2, <ES @41 Istf (z) beschrankt im betrachteten Bereich dann
sind bei gentigend kleiner % die 4" f vernachldssigbar. Allgemeiner sei die ,,kritische* Differenz
Amf die Differenz niedrigster Ordnung deren Bruchteil praktisch konstant ist. Dann ist

Bfm+1=B< Anf, — ,Z,’ (——1)’”*‘1"4'1(,c 1>Bﬂ> also Bfu,+; praktisch funktionsgemif ab-

h#ngig von seinen m Vorgancrern Auflerdem wird vorausgesetzt daf} weniger als m aufeinander-
folgende Bf; unabhanglg sind.

Fiir den wichtigen Fall der homogenen Linearkombination f-— 5’ ay, fr, mit exakten @, und

n<m wird »(p) mit Hilfe der Laplacetransformation bestimmt, Wahrend die Bestimmung von
Q(P)einfache zahlentheoretische Mittel erfordert. Fiir » >m werden » (p) und £2(2) durch mehr-
dimensionale geometrische Betrachtungen gefunden. Im Ergebnis fiir Q(P) tritt fir n<m
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der kleinst mogliche gemeinschaftliche Nenner ¢ der oz auf. Bei kontinuierlicher Variation der -
@, verhilt Q(P) sich also ganz pathologisch.

Die Theorie ist auf die Bestimmung der Diskrepanz P= 4 A"f—A" 4 f angewandt. Es zeigt
sich, daB auBerhalb der Ordnung » auch der Wert n—m eine wichtige Rolle spielt. Ist n <m
die Differenz also subkritisch, dann ist £ (P) unabhéngig von » und BA™f. Ist dagegen n>m,

- die Differenz also kritisch oder superkritisch, so hiangt 2 (P) von n und BA™f ab.
Eine zweite Anwendung liefern Interpolation, numerische Differentation oder Integra-
tion in einem beschrinkten Bereich. Sei z.B. Ip(fy, ..., fi+n-1) der interpolierte Wert fiir

Zp=a-Fh ([1?-—2?—1} -{—p), dann hat die Frequenz Q(P) vou P=AL(f; ..., fi+n-1)

— AL, (Afy, . . ., A fi+n—) eine Unstetigkeitsstelle fiir jeden rationalen Wert von p wenn n <m.
So ist z.B. fiir p=0 offenbar 2 (0)=1, wihrend fiir p=0-¢, 2 (0)= 34 fiir Interpolation
beliebiger Ordnung gilt. Fir »>m liegt die Sache ganz anders. Speziell wenn n>m ist,
z. B. bei Integration iiber einem langen Bereich treten ganz besondere Gesichtspunkte auf.



